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3. Modelo M/M/1/K: Capacidad K finita del sistema

Se admite a lo sumo un numero K de clientes en el sistema, de forma que no
se permiten mas entradas en el sistema si se alcanza tal cota, siendo recha-
zadas. Asi, las tasas de nacimiento y muerte dependen del numero de clien-

tes en el sistema
N { A, osin=0,1,....K —1

10, sin> K
w, sin=12 ., K

L, = .

Ho 0, sin>K

y su diagrama de transicion es
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El sistema de ecuaciones en equilibrio es:
Estado Tasa entrada = Tasa salida
0 umwy = Amg
l<n<K -1 Amp_1+pmprr = (A p)m,
I AT = UTE
Resolviéndolo se obtiene: \
ATTp = umy = T = —To
Iz
A

AT = T

AT —1 = UTK
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. K
Sumando todas las ecuaciones, como ) T,=1, pues ,=0 para n > K, se
tiene que

= I

Por tanto, si A # |,

-

AN 7 o i
T, = | — NN n=~0,12 .. K.
M

1l

Puede comprobarse usando las expresiones de S,y S, que en este modelo
existe solucion de equilibrio para todo A y y, incluso para A = p.

El truncamiento del sistema a K clientes lo explica, pues el sistema nunca se
desborda ni crece indefinidamente al rechazar a los clientes que llegan cuan-
do esta lleno (la cadena de Markov asociada es irreducible y finita y, por tan-
to, ergddica).
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Si A =, la distribucion de probabilidad del numero de clientes en el sistema
es uniforme

Si eliminasemos el truncamiento, es decir K—«, cuando A < y las expresio-
nes de 11, se convierten en las obtenidas para el modelo M/M/1.



Modelo con un servidor y capacidad finita M/M/1/K

Medidas de rendimiento

Comenzamos con el numero medio de clientes en el sistema. Para A = |,

K

K . .
. 1 fx IL +1) K
L=F(N)= ;: Nty = 7 12 S D =5
= 0 \

?_:

que ya esperabamos por ser uniforme.

Para A # y, siendo u = Ny,

N 1 e J N
- ¥ ¥ ( 7
L=E(N)= N, = nu"my = Tou E nu™ 1 = 1 uT E u'
du

n=0 n=0 n=1 n=0
d (1—uTEN [l = (K 4+ D + Kul T
( ) B (L —u)(l — -'uf‘*—"'l)
)\[l — (K + 1N p)® +K (M p) Ix+l]
PESY YL
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que también puede expresarse como

u (I + I)MI‘IH
1 —wu 1 — ufs+l

donde el primer sumando es la expresion de L del modelo M/M/1. Por tanto,
el numero esperado de clientes en el sistema M/M/1/K es siempre menor que
en el M/M/1, haciéndolo mas eficiente.

Como para todo Ay u se tiene

L. = E(N.) = E(N, | N =0)P(N = 0) + E(N. | N > 0)P(N > 0)
:U}T[}—l—l(l—ﬁo):l—ﬁ'm

entonces L, =L —-L ;=L -(1-T).

En este modelo se rechaza a los clientes que llegan cuando ya hay K en el
sistema (K-1 en la cola), lo que ocurre con probabilidad T,.
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Luego, la probabilidad de que al llegar un cliente entre en el sistema es 1-m,,
representando la proporcion de tiempo que el sistema no esta saturado o la
proporcion de clientes que llegan que realmente entran en el sistema.

Asi, la tasa media de entradas al sistema o paso a través del sistema, A_= A,

se define como
Ae = M1 —7x).

La utilizacion verdadera del servidor, p, probabilidad de que el servidor esté
ocupado, ya no es u = My y de ahi que lo hayamos etiquetado u en vez de r,
sino

A
p=AWNW,=—(1 —m)=1—my.
H
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Tiempos de espera

Entendiendo por clientes en el sistema aquellos que entran en el sistema, po-
demos aplicar las formulas de Little para conseguir los tiempos medios en el

sistema y en la cola
W=LIA W, =LA,

Para obtener el tiempo medio de espera en cola para aquellos clientes que
deben esperar, hacemos como en el modelo M/M/1,

E(qrig > 0) = W, Jp = W, /(1- ).

El proceso de obtencion de las distribuciones de los tiempos g y w es mas
complejo que en el modelo M/M/1. Como hicimos entonces, utilizaremos el
teorema de la probabilidad total, pero ahora condicionando a la v.a. N, que
cuenta el numero de clientes en el sistema cuando entra un cliente en él.
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Denotamos con q,=P(N,=n) , n=0,1,2,...,K-1, la probabilidad de que un cliente
qgue entra en el sistema encuentre n clientes en él, que por el teorema de Ba-
yes es

—
nn

On — T/,
I l_?‘_ff

n=0,12.,K —1.

Notese que en este modelo la entrada no es una verdadera Poisson, p,#q,, Y
A, = A para n < K-1 pero A,= 0 para n 2 K, a diferencia de lo que ocurria en el
M/M/1. Asi, para t 2 0,

K-1
Fw(f):P(u.rz;f):ZP(-«- <t|N.=n)P(N. = n)
K—1 K-1 - o
- Z {/ e " /6;1) “f-é'ff] Gn = ; {1 - [ /.L.c':'_“‘?—(/ii) dz | gy
-1 -1

) -1 1 ([{IL) 5 6—.-_#3& K—1

n=>0
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donde n (fu_f_)ff-__.—;.tf o0 ,H-”;I?”t?_f”
Frim(n) = Zz':[} g _ “ I

+ T T

(igualdad debida a la relacién entre las distribuciones de Erlang y Poisson) es
la funcion de distribucion de Poisson de parametro pt en el punto n, que pue-
de obtenerse a partir de las tablas de dicha distribucion.

De forma similar

F(t)=P(g=0)+P(0<qg<t)=q+ > Plg<t|N.=n)P(N,=n)

n=1
l — / ./:!-E’_‘UIM([JT]
n!

. -2 n 5
o0 e (II_E-;?.T)”' N _ _ ([_HL_)!E..—,’.:T
[ pe ! Tu’.;f_. =1- Z Gt 1 Z{:} —

n=>0

-1 t 1
iz \BT) _
_(io—i_Z{/;“ETl)T ] _{0+Z([+1

-2 KN-2

= qo + Z Qn+1 — Z Gn+1
n=0

n=>0

K-2

=1 - Z ({rz—f—lFf‘(_;_ef}(.n)

n=>0



